
albero 
•   si dice "grafo diretto" un insieme di nodi legati "a due a due" 

da archi direzionati (puntatori)  

•   un albero è un grafo diretto in cui ogni nodo può avere un solo arco 
entrante ed un qualunque numero di archi uscenti 

•   se un nodo non ha archi uscenti si dice "foglia" 
•   se un nodo non ha archi entranti si dice "radice" 
•   poiché in un albero non ci sono nodi con due o più archi entranti, per 

ogni albero vi deve essere una ed una sola radice  



Esempi	
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un albero è una collezione di nodi e di archi, per cui

– ogni nodo, eccetto uno, detto radice, ha un solo predecessore e 0 o più successori,
la radice non ha predecessori

– esiste un unico cammino dalla radice ad ogni altro nodo

– ogni nodo contiene un valore di un qualche tipo
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Alberi	

•  Generalizzazione	delle	liste.		
– Ogni	elemento	ha	più	di	un	solo	successore.		
– U;li	per	rappresentare	par;zioni	ricorsive	di	
insiemi	e	stru=ure	gerarchiche	



alberi e strutture gerarchiche 

•   il nodo da cui un arco parte si dice padre, un nodo a cui questo arriva si 
dice figlio 

•   due nodi con lo stesso padre sono detti fratelli 
•   da ogni nodo non-foglia di un albero si dirama un sottoalbero, quindi si 

intuisce la natura ricorsiva di questa struttura dati 



alberi come strutture ricorsive 
•   da ogni nodo non-foglia di un albero si dirama un sottoalbero, 

quindi si intuisce la natura ricorsiva di questa struttura dati 

•   dato un nodo, i nodi che appartengono al suo sottoalbero si dicono suoi 
discendenti 

•   dato un qualunque nodo, i nodi che si trovano nel cammino dalla radice 
ad esso sono i suoi ascendenti (per esempio, B ed A sono ascendenti di C) 

•   un albero è un insieme di nodi che: 
•   o è vuoto  
•   oppure ha un nodo denominato radice da cui discendono zero o più 

sottoalberi che sono essi stessi alberi   



cammini e livelli 

•   il livello di un nodo è la sua distanza dalla radice 
•   la radice ha livello 0, i suoi figli livello 1, i suoi nipoti livello 2 e così via 
•   i fratelli hanno lo stesso livello ma non tutti i nodi dello stesso livello 

sono fratelli 
•  La profondità di un albero è la lunghezza del cammino più lungo dalla 

radice ad una foglia 



Profondità	di	un	albero	

•  Definita	ricorsivamente	
–  La	radice	ha	profondità	0	i	figli	(della	radice)	profondità	
1,	etc.	

	
Profondità	(u)	
	p=0;		
	WHILE	(u.padre	!=	null)	{	
	 	p=p	+1;	
	 	u=u.padre;	
	}	

	



Alberi equilibrati 

•  Un albero di profondità h è equilibrato (o 
bilanciato) se, dato k numero massimo di figli 
per nodo, ogni nodo interno (inclusa la radice) 
ha esattamente k figli.  

	



Alberi equilibrati 

•  Un albero di profondità h è equilibrato (o 
bilanciato) se,  

1.  Tutte le foglie si trovano allo stesso livello. 
2.  Dato k numero massimo di figli per nodo, ogni 

nodo interno (inclusa la radice) ha esattamente 
k figli.  

	



albero binario 
•   un albero è binario se ogni nodo non ha più di due figli 

(sottoalberi), il sinistro ed il destro  

•  Ad ogni livello n un albero binario può contenere (al più) 2n nodi 
•  Il numero totale di nodi di un albero (incluse le foglie) di profondità n 

è al massimo 2(n+1)-1 

Albero degenere! 



implementazione di un albero 



visita di un albero 
•   partendo dalla radice, in linea generale un albero può essere 

visitato o "in profondità" oppure "in ampiezza"  

•   nella visita in profondità, dopo il nodo corrente viene esaminato un suo 
figlio, quale dipende dal particolare algoritmo; se non c'è alcun figlio si 
ritorna dal padre ("backtraking" semplice) verso un eventuale altro figlio 
e così via; così facendo tutti i discendenti d'ogni nodo vengono visitati 
prima dei suoi eventuali fratelli o pari livello 
 

•   nella visita in ampiezza, dopo il nodo corrente viene visitato un altro 
nodo di pari livello; così facendo tutti i nodi di un livello verranno 
visitati prima di tutti i nodi del livello successivo  



Albero binario di ricerca 

•   Proprietà fondamentale: 
•  x nodo generico. Se y è un nodo nel sottoalbero sinistro di radice x 

allora y.valore ≤ x.valore. Altrimenti y.valore ≥ x.valore 12.1 What is a binary search tree? 287
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Figure 12.1 Binary search trees. For any node x, the keys in the left subtree of x are at most x:key,
and the keys in the right subtree of x are at least x:key. Different binary search trees can represent
the same set of values. The worst-case running time for most search-tree operations is proportional
to the height of the tree. (a) A binary search tree on 6 nodes with height 2. (b) A less efficient binary
search tree with height 4 that contains the same keys.

its right child, and its parent, respectively. If a child or the parent is missing, the
appropriate attribute contains the value NIL. The root node is the only node in the
tree whose parent is NIL.
The keys in a binary search tree are always stored in such a way as to satisfy the

binary-search-tree property:
Let x be a node in a binary search tree. If y is a node in the left subtree
of x, then y:key ! x:key. If y is a node in the right subtree of x, then
y:key " x:key.

Thus, in Figure 12.1(a), the key of the root is 6, the keys 2, 5, and 5 in its left
subtree are no larger than 6, and the keys 7 and 8 in its right subtree are no smaller
than 6. The same property holds for every node in the tree. For example, the key 5
in the root’s left child is no smaller than the key 2 in that node’s left subtree and no
larger than the key 5 in the right subtree.
The binary-search-tree property allows us to print out all the keys in a binary

search tree in sorted order by a simple recursive algorithm, called an inorder tree
walk. This algorithm is so named because it prints the key of the root of a subtree
between printing the values in its left subtree and printing those in its right subtree.
(Similarly, a preorder tree walk prints the root before the values in either subtree,
and a postorder tree walk prints the root after the values in its subtrees.) To use
the following procedure to print all the elements in a binary search tree T , we call
INORDER-TREE-WALK.T:root/.



visita di un albero binario 
•   esistono tre strategie di visita notevoli 

•   la visita preorder visita prima la radice, quindi il sottoalbero sinistro e 
da ultimo quello destro  

•   la visita inorder  processa prima il sottoalbero sinistro, quindi la radice 
ed infine il sottoalbero destro 

•   la visita postorder processa prima il sottoalbero sinistro, poi quello 
destro ed infine la radice  



visita di un albero binario 
in C++ 

void PreOrdine(Nodo* p) 
{ 
   if (p) 
   { 
      cout << p -> valore << ";    // visita la radice 
      PreOrdine(p -> sinistro);   // visita il sottoalbero sinistro 
      PreOrdine(p -> destro);     // visita il sottoalbero destro 
   } 
}  

void InOrdine(Nodo *p) 
{ 
   if (p) 
   { 
      InOrdine(p -> sinistro);   // visita il sottoalbero sinistro 
      cout << p -> valore << '';   // visita la radice 
      InOrdine(p -> destro);     // visita il sottoalbero destro 
   } 
}  

void PostOrdine(Nodo *p) 
{ 
   if (p) 
   { 
      PostOrdine(p -> sinistro);   // visita il sottoalbero sinistro 
      PostOrdine(p -> destro);     // visita il sottoalbero destro 
      cout << p -> valore << '';     // visita la radice 
   } 
}  



Esempio 
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Figure 12.1 Binary search trees. For any node x, the keys in the left subtree of x are at most x:key,
and the keys in the right subtree of x are at least x:key. Different binary search trees can represent
the same set of values. The worst-case running time for most search-tree operations is proportional
to the height of the tree. (a) A binary search tree on 6 nodes with height 2. (b) A less efficient binary
search tree with height 4 that contains the same keys.

its right child, and its parent, respectively. If a child or the parent is missing, the
appropriate attribute contains the value NIL. The root node is the only node in the
tree whose parent is NIL.
The keys in a binary search tree are always stored in such a way as to satisfy the

binary-search-tree property:
Let x be a node in a binary search tree. If y is a node in the left subtree
of x, then y:key ! x:key. If y is a node in the right subtree of x, then
y:key " x:key.

Thus, in Figure 12.1(a), the key of the root is 6, the keys 2, 5, and 5 in its left
subtree are no larger than 6, and the keys 7 and 8 in its right subtree are no smaller
than 6. The same property holds for every node in the tree. For example, the key 5
in the root’s left child is no smaller than the key 2 in that node’s left subtree and no
larger than the key 5 in the right subtree.
The binary-search-tree property allows us to print out all the keys in a binary

search tree in sorted order by a simple recursive algorithm, called an inorder tree
walk. This algorithm is so named because it prints the key of the root of a subtree
between printing the values in its left subtree and printing those in its right subtree.
(Similarly, a preorder tree walk prints the root before the values in either subtree,
and a postorder tree walk prints the root after the values in its subtrees.) To use
the following procedure to print all the elements in a binary search tree T , we call
INORDER-TREE-WALK.T:root/.

•   Visita Inorder: 
•  Visitiamo prima il sottoalbero sinistro, quindi la radice ed infine il 

sottoalbero destro.  

•  Nel caso il questione l’ordine di lettura sarebbe 2, 5, 5, 6, 7, 8 
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its right child, and its parent, respectively. If a child or the parent is missing, the
appropriate attribute contains the value NIL. The root node is the only node in the
tree whose parent is NIL.
The keys in a binary search tree are always stored in such a way as to satisfy the

binary-search-tree property:
Let x be a node in a binary search tree. If y is a node in the left subtree
of x, then y:key ! x:key. If y is a node in the right subtree of x, then
y:key " x:key.

Thus, in Figure 12.1(a), the key of the root is 6, the keys 2, 5, and 5 in its left
subtree are no larger than 6, and the keys 7 and 8 in its right subtree are no smaller
than 6. The same property holds for every node in the tree. For example, the key 5
in the root’s left child is no smaller than the key 2 in that node’s left subtree and no
larger than the key 5 in the right subtree.
The binary-search-tree property allows us to print out all the keys in a binary

search tree in sorted order by a simple recursive algorithm, called an inorder tree
walk. This algorithm is so named because it prints the key of the root of a subtree
between printing the values in its left subtree and printing those in its right subtree.
(Similarly, a preorder tree walk prints the root before the values in either subtree,
and a postorder tree walk prints the root after the values in its subtrees.) To use
the following procedure to print all the elements in a binary search tree T , we call
INORDER-TREE-WALK.T:root/.

Complessità: T(n)=Θ(n) 
•  Devono essere fatti almeno n passi, dunque T(n)= Ω(n) 
•  Rimane da provare che T(n)=O(n) 

void InOrdine(Nodo *p) 
{ 
   if (p!=NULL) 
   { 
     InOrdine(p -> sinistro);  

  cout << p -> valore << '';  
  InOrdine(p -> destro);      

   } 
}  

•  T(0)=c (c>0) (la procedura deve testare se il puntatore è diverso da NULL) 
•  Guardiamo il caso n>0  



Inserimento in un albero binario di 
ricerca 

•  I nuovi elementi vengono sempre inseriti come nuove foglie 290 Chapter 12 Binary Search Trees
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Figure 12.2 Queries on a binary search tree. To search for the key 13 in the tree, we follow the path
15 ! 6 ! 7 ! 13 from the root. The minimum key in the tree is 2, which is found by following
left pointers from the root. The maximum key 20 is found by following right pointers from the root.
The successor of the node with key 15 is the node with key 17, since it is the minimum key in the
right subtree of 15. The node with key 13 has no right subtree, and thus its successor is its lowest
ancestor whose left child is also an ancestor. In this case, the node with key 15 is its successor.

TREE-SEARCH.x; k/

1 if x == NIL or k == x:key
2 return x
3 if k < x:key
4 return TREE-SEARCH.x: left; k/
5 else return TREE-SEARCH.x:right; k/

The procedure begins its search at the root and traces a simple path downward in
the tree, as shown in Figure 12.2. For each node x it encounters, it compares the
key k with x:key. If the two keys are equal, the search terminates. If k is smaller
than x:key, the search continues in the left subtree of x, since the binary-search-
tree property implies that k could not be stored in the right subtree. Symmetrically,
if k is larger than x:key, the search continues in the right subtree. The nodes
encountered during the recursion form a simple path downward from the root of
the tree, and thus the running time of TREE-SEARCH isO.h/, where h is the height
of the tree.
We can rewrite this procedure in an iterative fashion by “unrolling” the recursion

into a while loop. On most computers, the iterative version is more efficient.
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TREE-SEARCH.x; k/

1 if x == NIL or k == x:key
2 return x
3 if k < x:key
4 return TREE-SEARCH.x: left; k/
5 else return TREE-SEARCH.x:right; k/

The procedure begins its search at the root and traces a simple path downward in
the tree, as shown in Figure 12.2. For each node x it encounters, it compares the
key k with x:key. If the two keys are equal, the search terminates. If k is smaller
than x:key, the search continues in the left subtree of x, since the binary-search-
tree property implies that k could not be stored in the right subtree. Symmetrically,
if k is larger than x:key, the search continues in the right subtree. The nodes
encountered during the recursion form a simple path downward from the root of
the tree, and thus the running time of TREE-SEARCH isO.h/, where h is the height
of the tree.
We can rewrite this procedure in an iterative fashion by “unrolling” the recursion

into a while loop. On most computers, the iterative version is more efficient.



Inserimento in un albero binario di 
ricerca 

Insert(T,elemento) 
1.  x=T.root; y=NULL;  
2.  while (x!= NULL) 
3.         y=x; 
4.         if (elemento < x.val)  x=x.left;  
5.    else x=x.right;  
6.  new nodo;  
7.  nodo.padre=y; nodo.val=elemento; 
8.  if (y==NULL) // L’albero è vuoto 
9.    T.root=nodo;  
10.  else if (nodo.val < y.val) y.left=nodo;  
11.   else y.right=nodo;  



Ricerca in un albero binario di ricerca 

Ricerca(T,elemento)  // T è tipicamente un puntatore alla radice 
1.  if (T== NULL) or (elemento==T.val))  return T;  
2.  if (elemento < T.val) return Ricerca(T.left, elemento)   
3.  else return Ricerca(T.right, elemento)  

Complessità: T(n)=O(h)  (h profondità dell’albero) 



Ricerca iterativa 

Ricerca(T,elemento)  // T tipicamente è un puntatore alla radice 
1.  x=T; 
2.  while ((x!= NULL) and (elemento!=x.val))    
3.    if (elemento < x.val)  x=x.left; 
4.    else x=x.right;   
5.  return x 



Massimo e minimo 

Massimo(T)  // T è tipicamente un puntatore alla radice 
1.  x=T;  
2.  while (x.right!= NULL) x=x.right;   
3.  return x  

Complessità: T(n)=O(h)  (h profondità dell’albero) 

Minimo(T) // T è tipicamente un puntatore alla radice 
1.  x=T;  
2.  while (x.left!= NULL) x=x.left;   
3.  return x  



Cancellazione di un nodo z 

•  Procedura più complicata delle precedenti 

•  Tre casi da considerare 
1.  z non ha figli  
2.  z ha un solo figlio  
3.  z ha due figli  

•  Il caso più complesso da gestire è il 3  
•  Nel caso in cui z non abbia figli la procedura è banale:  

•  Eliminiamo z e modifichiamo il padre in modo che il puntatore a z 
diventi un puntatore a NULL. 



Caso 2: z ha un solo figlio 
12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´
has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´
has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .
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Caso 3: z ha due figli 

•  Cerchiamo il successore y di z  
•  Si troverà certamente nel sottoalbero destro di radice z 

•  y prende la posizione di z nell’albero 

•  La rimanente parte del sottoalbero destro (di z) diventa il nuovo albero 
destro di y 

•  Ulteriore complicazione che succede se y non è figlio di z? 



Caso 3a: y è figlio di z 
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Caso 3 più generale 
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child and the parent of l .
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´
has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´
has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .



Cancellazione: procedura “Trapianta” 

•  Permette di spostare sottoalberi  
•  Rimpiazza un sottoalbero di radice u con un altro di radice v 

 
Trapianta(root,u,v)  
1.  if u.padre==NULL root=v;    // u è proprio la radice 
2.  else if (u==u.padre.left)    // u è figlio sinistro 
3.         u.padre.left=v; 
4.  else u.padre.right=v;  
5.  if (v!=NULL)       // aggiorniamo il padre di v  
6.    v.padre=u.padre;  



Cancellazione 

Delete(root,z)  
1.  if (z.left==NULL) Trapianta(T,z,z.right);  // z non ha figlio sinistro 
2.  else if (z.right==NULL)     
3.         Trapianta(T,z,z.left); 
4.  else  
5.    y=Minimo(z.right); 
6.    if (y.padre!=z)       // Caso 3 più generale  
7.     Trapianta(T,y,y.right); 
8.     y.right=z.right;  
9.     y.right.padre=y;   
10.    Trapianta(T,z,y); 
11.    y.left=z.left; 
12.    y.left.padre=y;  



Successore di x 

•  Due casi da considerare 
•  Il sottoalbero destro di x è non vuoto 

•  Caso banale! 
•  Il sottoalbero destro di x è vuoto 

•  Minimo antenato di x il cui figlio sinistro è anche un antenato di 
x   

•  Ogni nodo è antenato di se stesso 



Successore 

Successore(x)  
1.  if (x.right!=NULL) return Minimo(x.right);  // Caso banale  
2.  y=x.padre; 
3.  while (y!=NULL) && (x==y.right)     
4.         x=y; 
5.    y=y.padre; 
6.  return y; 
 



Altezza 

Altezza(T)  
1.  if (T==NULL) return -1;  
2.  sin=Altezza(T.left());  
3.  des=Altezza(T.right()); 
4.  return 1 + max(sin,des);  


